
������������	
 ��	
�	� ������ ����
� �����	�
� �� ��	
�	�

������ ����	
���� ���	 ����
��	����� ��	��	
 ��������

����������� � ����	��� �	��	����	�� ���
�	 �	������
�
������
� ����
���� �	��	����	� 	�  ����
�� !���	��� �	���"���� # �����$��

�����%���  �	
�� &�� '	
������	
 ����	��� ��%��� �	������
�

(� ���� �	 
�� )*** �  +  �����, ��  + -�	� )***�

���� ).� )***

��������
��� ������	�
� 	��������
� �
	 ������
 ����������

�� ������
 ��	��� ��� �
���������	� �� �� ���
	 ���� ���
����
� ��
������������������ ������
 ��	��� ������� ������
������
 �� ������	�
� 	��������
�� ����� ����� ��	���
���� �
��
���� ������ ��� �
��������	 �� �������� ��
���
	���� ������������� �������� ��	��� � ���� �� ��
�
���� �
������� ��	��� �� 	�����	 ���� �� ������� 	����������
�
	 �������� ���� ������
 �
	 ������	�
� 	��������
��

� �������	�
��

��� �������
 �� ����������� ������
 ��	��� ��� ���

�����	 ��
 �����! � ����� ���� "#$ ������� �		�����
�
������ �� ������
 ��	���
�� �
���� �
	 ���������
�
%"&� '��� �� ��� ��	��� ���� ����
 ���	 ��� ���
(������)������ ������
 ��	��� �
	 ��� *��
���
�
	 +�,�� ��	���� ���� �����	� �����
����� ���	��-�
���
��� ��� 	�������� ������������ �� � ������
 ��	���
.��� �� ���� ���� ������
� ��	��� ��� �
���� ����
	��
���� ������	�
� 	��������
� �
	 ������
� �
	 �����
�
�
 �
��
���
� ���� �� ���� �� ������ ��� �	��
�����
�� ������
� ��	��� ����� �����	�
� � �������� ��
	���
�
�� ������
�

��� �������	 
�	����

/�������
� ����
���
 �� ������
 �
 ����
�� 0	���
���	
� ��������	 ����� �
����1 ��� ������
�� 	 
����
�
��	� (������)������ ������
� ����� ������
� ���
'�����2 ������ �������
 ����� ������
�� ����� �
	
����
� ����� ������
 %"&�

����� ������������������� �������	

��� (������)������ ������
 ��	�� �� ����
� ���	
������ �� ��� �������� � �
	 �� �� ������
3

�� � �� ������ � �� �� 041

����� �� �� ��� ������
 ����� � ��� �������� ������ �� ���
��	��� �
 �
���� �� ��� (������ ������
 ������ �
	 ��

��� ��5��
� �� 	 
��� ������
� ��� ��	�� �� 
�� ����
�����	 ��� �������
�����
 ������ �� ��� 	���
��
����
������ ��
���
� ��� 	���
��
��� �
 �� �		�����	 � 
��	���
� ������	�
� 	��������
� %6&�

����� ��������	� 
��������	� �	� �������	

7��
 � ������
�� �
��� �� �
 ����� ������
 ����� �� 

�
� ��� ���� �� �������� �����
� ���� ������ ����
��
��
���� ������
� �
	� ������ ����� �� 
� ����
���	�
�� �� ����	 ������	�
� 	��������
�� � ������

��	�� ��
	��� ������	�
� 	��������
� �� ��������
� �

������	 ���� ����� ��� ����2��� ���� ���	�� ������
	���������
 �
	 ������
�� � ������
 ��	�� ��
	���
����� ������
� �� ������
� ��� ��� ������	 ����� �������
���
 � ����2��� ����� ����� �� 
� ���	
����	�� ��������
�����
�
8��� �
���	��	 ������	�
� 	��������
� �
�� ����

���
 ��	���
� � �
��������
� ��
��
���� ������
�
%9&� ��� +�,�� ������
 ��	�� %:& �� �
 ����
���

�� 8����� ��	��� ��� +�,�� ��	�� �
 �������
�3
(������)������ ������
� '�����2 ������
 ����� ����
���
�� ����� � �
	 ����
� ����� ������
� ��� +�,��
��	�� �� �� ������
3

�� � �� � � �� �� � �� �� �� � 	� 0"1

����� � �������
�� ��� ����� �� �����
 �
 ��� ������
��
�
���� �
	 �� �
	 �� ��� (������ �
	 ������ ������

����������! �
	 �� �����	�� 	����
� ��� ��� ��
��
����
������
�� ��� ���
�� ���� �� �����
�	 � 3

�� � �

�

�

��
������

������ �

�
� 0;1

����� ������ �������
�� ��� '�����2 ����� �� ����	 �
����� ������
������� �����
������� ������	�
� 	��������
�� ���� �����
 ��

�������� ���
 ���
 � ����
��� �� ���2 �
 �����
������
 %;&� �� � ������ 	�<
����
 �� ����� ������
 ��

4



�������	� � ������ 	�<
����
 ���� �� �����
��	 �
 �����

"� ���� �� �
������� �
��	�� ���� � ������
 ��	��
��������� � ���� ������
 ����� �� ����� ������ � ����2��� 
���� ��	 ��� ����� ��� �
 ������
 ���� ����� ����
�����<��3

������� 	 ��	� �� 	 � 	 �� 061

���
 ��� �����
� �������
	 �� ������ 	���������
 �
	
��� ����������� 7��
 ��� ������	 ���� �� �������	 ��
��� �
����� ������ ��� �������
 ����� ����� � ��������
���
���
� �� ������	�
� 	��������
�� �� ��� �
����� ������
�� ���
 �
 ����� 4� ��	��� �
 ����
 ��� ��
	�� ����

���� ����
����
� �� ������	�
� 	��������
� �
	 ����
���
� ��� ����� (������ ������
 ��	��� ��2� ���
*��
��� ��	��� ��
	��� ������
 ��� ��2�� 
� ������
�
� �� ������	�
� 	��������
�� =����� �� �����
���
����	 � ��� 	���
��
��� �� >��� ������ � ��� (������
������
 ��	�� �� ��������� ��������>�	 %4"&� ���	�
� ��
� ��	�� ��
	���
� 
������ ������	�
� 	��������
� 
��
������
� ��� +�,�� ��	�� ��
	��� ������	�
� 	�������
��
� ��� 
�� ������
! �
	 ��� ?������������ ��	��� �
�
���	��	 ����� ��
	��� ���� ������	�
� 	��������
� �
	
������
�

'�����

������	�
�
8��������
�

(����� (������ �
	
*��
��� @�	���

A�� ��

/�������>�	 (������ �� ��

+�,�� @�	�� �� A��
?������������ @�	�� A�� A��

����� 43 (��������
 �� ���� ��	��� �� ������


x

Ff

Fa

MMass: 

B����� 43 '����� ����
��� ��������	 ���
� ����
������
 ��	����

�� ���������� ��� ���� ���� �� ������	�
� 	��������
�
�
	 ������
� ���� ���������
� ��� �����
��	 �
 B�����
;� ����� ���������
� ���� ��� 	�
� ���� ��� ������
����
��� ����������	 �
 B����� 4 �
	 ���� ��� ������	
���� ����
 �
 B����� "� ��� ��������	 ��	��� ���3

4� (������ ������
� ��������>�	 � �������
� ���
	���
��
��� �� >��� ������ 0�������
� %4"&13

�� � �� ����
�

��
� 0:1

���� 
 � 
�	 %2�&� �� � 
�	 %�&� �
	 �� � 	�	

%�C�&�

"� ��� *��
��� ������
 ��	�� %44&� ���� �
���	���
� ��
	 ����
	 �� � 	 ����� ������
 �� 	����� 
�
����	 � �����
� ��� ������ ����� �� >���� � �
	�	
 %�C�& 0��� %44& ��� 	������1�

;� ��� +�,�� ������
 ��	�� %:&� ����
 � ?�
�� 0"1
�
	 0;1! ���� ���������� �� � 
		� �� � ��	 �
	
�� � 	! �
	 ��� '�����2 ������
 ���� ����
 � 3

������ � �� � ���	 � ����
�
�����

�

091

����� ��	 � 
�
 %�& �� ��� ����2��� ���� �
	
�� � 	�
 %�C�& �� ��� ����������� ������ �� ���
'�����2 ���� %"&�

6� ��� D?������������� ��	��� ����
 � ?�
 0"1 �
	
���� �� ����
 � 

�� � ��

�

� ���� ���

��
���� ���

���� ��� �

��

�
��

���� ���
� 	� � � �

0E1

����� ���� ��� �� ���	 �� ������ ������
� ���
� ��� ��� ���	 ��� ����� ���������
� �� ����
 � 3

� ��� ��� �

�������
������

	 ��� 	 ��	

�
� ���

�
�
��
�
��������

�

�
��������

�
� �

� ��	 � ��� 	 ��	


 ��� � ��	

0#1
/��������
�� �
 ��� ���� �� ���� ��� ��� 	�������	 �

'����
 ;�
��� ������	 ���� �� B����� " ��� ����
 �� �����
��

��� ������
 �������� �� ��� ��	��� ��� ���� ����� ��
�� ���� ����2���� � �
	 ���
 �����
� �� � ����� �����
���� �� (������ ������
� �		����
��� � �
 ���������
 ��
�����
�� ��� �� ���	 �� �
���	��	 � ��
��� 
���� ��
��������
�

0 2 4 6 8 10 12
0

1

2

F
ap

pl
ie

d

t  [seconds]

B����� "3 ������	 ���� ��� ��� ���������
 �� B����� ;

"



��� �����
�� �� ������
 ��	��� 4�6 �� ���
 �
 B����� ;
�
	 �������>�	 �
 ����� 4� @�	�� 4 ��
	��� 
������
������	�
� 	��������
� 
�� ������
� ��� ����
� ��
������
 �� ���
 �
 ��� ���� �
������ ���� "�4$ ���
	�
����� ����	 	���� �����

0 2 4 6 8 10 12
0

0.02

0.04

0.06

0.08

T
hr

el
fa

ll

Response of several friction models.  For   t > 0.2, |F(t)| < Fc.

0 2 4 6 8 10 12
0

2

4

6
x 10

−3

K
ar

no
pp

0 2 4 6 8 10 12
0

0.02

0.04

0.06

0.08

Lu
G

re

0 2 4 6 8 10 12
0

0.01

0.02

0.03

E
la

st
ic

−
P

la
st

ic

T [seconds]

B����� ;3 /����
�� �� ���� ������
 ��	��� �� ��� ������	
���� �� B����� "�

@�	�� "� ��� *��
��� ��	��� ��
	��� ������
 ��� 
�
������	�
� 	��������
�3 	���
� ��� �
������ ���� "�4$
���
	� ����� �� 
� �����
�

@�	�� ;� ��� +�,�� ��	�� %:&� ��
	��� ������	�
�
	��������
�� �
 ��� ���� �� ��� ��������� �����
��
�� ��� ��������� ������	 ����� ��� 	��� 
�� ��
	��
������
� /������ ����� �� � ����	 	���� �
 �������

	���
� ��� �
������ ���� "�4$ ���
	��

@�	�� 6� ��� ?������������ ��	��� ��
	��� ���� �����
��	�
� 	��������
� �
	 ������
� ������	�
� 	�������
��
� �� ���
 �
 ��� ��������� �����
�� �� ��� ��������� 
������	 ����� �
	 ������
 �� �
	����	 � ��� ����
� ��

�� �����
 	���
� ��� �
������ ���� "�4$ ���
	�� @�	��
6 ����� ��� �������
� �� � ������ 	�<
����
 �� ������
3
���
 �������� �
� ����� ��� ������	� ���
 �� ������	
 ��
���� ���
 ��� ����2���� ����� ������	�
� 	��������
�
����� ���� �� �����
�

����� �������	�� �������	�� 
�	����

��� '�����2 ���� 	������� ������
 �� � ��
���
 ��
���	
����	�� ���	�
� ������ � � � ���� ������� �� ���

�
 <���� 6� �
	���	��� �
��	������
 �� '�����2 ������
�
������
�� ����� �
	 ����
� ����� ������
 �� 
�� ���
���� �� ���� ������ �� ���� ��� +�,�� ��	��� '�����2
������
� ������
�� ����� �
	 ����
� ����� ������
 ���

ẋ
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