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R�esum�e

Le pr�esent rapport 
a pour but de d�eterminer un algorithme robuste d�ajustement
de contours d�eformables aux contours des objets d�int�er
et d�une image� Cette seg�
mentation semi�automatique� puisque l�utilisateur est amen�e 
a tracer un contour ap�
proximatif de la r�egion d�esir�ee pour servir de point de d�epart 
a l�algorithme� trouve
pleinement sa place dans les travaux actuellement e�ectu�es au sein de l�INRS�

Apr
es s�
etre entendu sur le type de segmentation 
a e�ectuer� nous recherchons
d�abord� par une approche intuitive� 
a poser math�ematiquement le probl
eme et 
a
d�evelopper les conditions n�ecessaires 
a sa r�esolution� Ensuite nous �etudions avec soin
les di��erentes m�ethodes de r�esolution num�eriques a�n de choisir la plus robuste�
En�n nous en �etudions les r�esultats� ainsi que l�in�uence du choix de la valeur des
param
etres�
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� Introduction

La segmentation� ou d�etermination des r�egions d�int�er
et d�une image� peut 
etre
e�ectu�ee de diverses fa�cons� en se basant sur di��erents crit
eres � l�intensit�e de l�image�
le mouvement entre des images d�une trame ou simplement l�appr�eciation personnelle
de l�utilisateur� Toutes ont besoin d�une extr
eme pr�ecision pour d�e�nir avec soin le
bon contour d�un objet� La recherche des zones d�int�er
et se fera ici en consid�erant les
di��erences d�intensit�e des divers pixels de l�image�

On peut de m
eme d�e�nir plusieurs type de segmentation� Un segmentation dense
n�ecessitera individuellement le marquage de l�appartenance d�un pixel 
a une r�egion�
alors qu�une segmentation par des contours se limitera 
a la donn�e des fronti
eres des
r�egions ainsi que d�un point� int�erieur ou ext�erieur� C�est de cette deuxi
eme d�e�nition
dont il est question ici par l��etude des contours d�eformables devant s�adapter aux
fronti
eres des objets d�une image�

Les �equations des sections ���� ��� et ��� ont �et�e d�evelopp�ees 
a l�INRS�T�el�ecom�
munications par M�Abdol�Reza Mansouri� dans le cadre d�un travail de conversion
�D��D� et mises 
a la disposition de l�auteur ����

� Les conditions n�ecessaires d�Euler�Lagrange

On s�int�eresse ici au probl
eme des contours d�eformables �snake� ou l�adaptation
dynamique d�un contour initial 
a une fronti
ere d�int�er
et� On cherche tout d�abord 
a
d�e�nir les conditions n�ecessaires s�applicant au contour pour qu�il puisse r�epondre au
probl
eme�

��� Positionnement du probl�eme

Un mod	ele physique
 Il r�eside dans l�analogie que l�on peut faire entre un contour
d�eformable et un �elastique soumis 
a des forces externes et internes� Consid�erons notre

contour ou �elastique d�e�ni par sa repr�esentation param�etrique
���
��s�� fonction de l�abs�

cisse curviligne s � �� �� et 
a valeurs dans R��

Or la fonction qui caract�erise le contour des objets d�int�er
et est krIk� le gradient
d�intensit�e de l�image� En e�et celui�ci devient tr
es important pr
es des bords d�un
objet o
u le contraste avec le reste de l�image est fort et moins important 
a l�int�e�
rieur vu que les pixels y sont d�intensit�e sensiblement �equivalente ou tout du moins
sans transition brusque� Cela revient physiquement 
a consid�erer l��energie relative aux
forces d�attraction qui s�exercent sur notre �elastique et qui le pousse 
a �epouser les
contours des objets� Le probl
eme revient 
a maximiserZ �

�
krI�

���
��s��k ds



� Morel Baptiste

Seulement ce terme ne su�t pas� 
a lui seul� 
a d�esigner une solution unique et ac�
ceptable pour le probl
eme� Par exemple� un contour r�ep�etant plusieurs fois la bonne
fronti
ere ne peut 
etre consid�er�e comme une solution acceptable et pourtant il r�epond
de mani
ere optimale au crit
ere ci�dessus� Il faut donc tenir compte de la r�egularit�e des
contours� ce qui correspond 
a des forces de rigidit�e internes 
a l��elastique� On consid
ere
alors� par convention� qu�un contour est d�autant plus r�egulier que sa longueur totale
est petite� Cela privil�egie donc les contours courts� Avec les notations adopt�ees� on
cherche� pour ces contraintes� 
a minimiser le terme

Z �

�
k
����

��s�k ds

En rassemblant les termes et en consid�erant les carr�es des normes pour faciliter les
calculs ult�erieurs� le probl
eme revient 
a

Trouver
���
��s� qui minimise

Z �

�
�� krI�

���
��s��k� � �k

����
��s�k�� ds ���

Un mod	ele probabiliste
 Selon une d�e�nition probabiliste� la d�etermination du
contour fronti
ere s��enonce � chercher ��� �� �� � R�� qui maximise la probabilit�e 
a
post�eriori P ����I� �la probabilit�e que le contour consid�er�e� connaissant l�image� soit
la fronti
ere��

La formule de Bayes donne �

P ����I�  
P �I �����P ����

P �I�

Puisque l�image est connue et �xe� maximiser P ����I� revient 
a maximiser P �I �����P �����
produit de la vraisemblance par la probabilit�e d�apparition de la courbe consid�er�ee�
ou encore 
a minimiser �log�P �I ������ log�P ������ On a choisi d�e�ectuer notre ajus�
tement de contours en se �ant aux indication d�intensit�e� La vraisemblance s��ecrit
alors �

P �I ����  
exp�

R �
� krI�

���
��s��k� ds�

Z�

o
u Z� est une constante de normalisation� Pour la probabilit�e d�apparition d�une
courbe� on doit choisir un mod
ele pertinent� Il faut p�enaliser les courbes longues et
tortueuses et celles qui reviennent sur elle�m
eme� Pour les �eviter� on adopte �

P ����  
exp���

R �
� k

����
��s�k� ds�

Z�

avec encore Z� constante de normalisation� Finalement� on trouve que le probl
eme
revient 
a

Trouver
���
��s� qui minimise

Z �

�
�� krI�

���
��s��k� � �k

����
��s�k�� ds
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��� Conditions d�Euler�Lagrange

D�apr
es ce qui pr�ec
ede� le probl
eme actuel s��enonce de mani
ere g�enerale �

Trouver f � C� ���� ��!R� qui minimise F � C����� ���� R�

d�e�nie par F �f�  
R �
� G�x� f� f

�� f ��� dx ���

avec en plus� f���  �� f���  �

f ����  	� f ����  �

Nous cherchons ici des conditions n�ecessaires sur f pour qu�elle soit un minimum
de F � Supposons justement que f est un minimum de F � et consid�erons la fonction
f�� perturbation de la fonction minimale f � d�e�nie par

f�  f � 
g

avec 
 petit� g � C� ���� ��!R�

et g���  g���  g����  g����  �

Alors� avec un d�eveloppement de Taylor�

F �f��  
Z �

�
G�x� f � 
g� f � � 
g�� f �� � 
g��� dx

 
Z �

�

�
G�x� f� f �� f ��� �

�G

�f

g �

�G

�f �

g� �

�G

�f ��

g�� � o�
�

�
dx

Soit�

F �f��  F �f� �
Z �

�

�G

�f

g dx �

Z �

�

�G

�f �

g� dx�

Z �

�

�G

�f ��

g�� dx � o�
� ���

Int�egrons par partie le troisi
eme terme de cette derni
ere �egalit�e� il vient

Z �

�

�G

�f �
g� dx  

�
g
�G

�f �

��
�
�
Z �

�

�

�x

�
�G

�f �

�
g dx  �

Z �

�

�

�x

�
�G

�f �

�
g dx

car g���  g���  �� En appliquant cette m�ethode de simpli�cation 
a l��equation ����
on obtient �nalement �

F �f��  F �f� � 

Z �

�
g
�
�G

�f
�

�

�x

�
�G

�f �

�
�

��

�x�

�
�G

�f ��

��
dx ���

f est par d�e�nition un extr�emum de F � ce qui implique que

d

d

�F �f � 
g��j���  �

�
Z �

�
g
�
�G

�f
�

�

�x

�
�G

�f �

�
�

��

�x�

�
�G

�f ��

� �
dx  �
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Or cette �egalit�e est vraie pour toute fonction g in�niment continuement d�erivable sur
le segment ��� �� qui v�eri�e les conditions limites en � et �� Cet ensemble de fonctions
est dense dans l�ensemble des fonctions int�egrables sur ��� �� v�eri�ant les conditions
aux limites et on en d�eduit donc que

�G

�f
�

�

�x

�
�G

�f �

�
�

��

�x�

�
�G

�f ��

�
 � ���

L��equation ��� constitue la condition n�ecessaire� dite d�Euler�Lagrange� pour un ex�
tr�emum�

��	 Applications des �equations au cas du snake

Revenons au probl
eme particulier des contours d�eformables en combinant les �equa�

tions ��� et ���� D�ecomposons pr�ealablement notre contour
���
��s� en ses composantes

r�eelles �X�s�� Y �s�� et notons Ix la d�eriv�ee de I par rapport 
a x� ��� s��ecrit alors�

minimiser �
Z �

�

�
Ix�X�s�� Y �s��

� � Iy�X�s�� Y �s��
�
�
ds� �

Z �

�

�
�X�s�� � �Y �s��

�
ds

En appliquant la condition n�ecessaire d�Euler�Lagrange 
a chacune des composantes

r�eelles de
���
��s�� on obtient un syst
eme de condition

�
��Ixx�X� Y �Iy�X� Y �� �Ixy�X� Y �Iy�X� Y �� d

ds
��� �X�s��  �

��Iyx�X� Y �Ix�X� Y �� �Iyy�X� Y �Iy�X� Y �� d
ds
��� �Y �s��  �

Soit� plus simplement� �
IxxIy � IxyIy � � "X  �

IyxIx � IyyIy � � "Y  �
�	�

C�est ce syst
eme d��equation� �	� qui est 
a la base de la r�esolution num�erique du
probl
eme�

	 R�esolution num�erique

Toute r�esolution num�erique n�ecessite une discr�etisation� Ici� le contour est mod
elis�e
par une suite de points� obtenus par subdivision en N intervalles de l�intervalle ��� ��
et �echantillonnage aux points de subdivision� On est donc en pr�esence d�une suite de

points
�
���si  

i
N
�

�
i�f������Ng

initialis�ee proche de la fronti
ere de l�objet et mobile� On

examine ici deux algorithmes ajustant ces points sur le contour de la zone d�int�er
et�
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	�� M�ethode des di
�erences �nies

On consid
ere donc la suite de points
�
��i  �Xi� Yi�

�
i�f������Ng

r�esultante de l��echan�

tillonnage r�egulier du contour
�
���s�

�
s������

� Alors�

�Xk  N�Xk�� �Xk�
"Xk  N��Xk�� � �Xk �Xk���

�	� devient� pour la composante X

Ixx�Xk� Yk�Ix�Xk� Yk� � Ixy�Xk� Yk�Iy�Xk� Yk� � �N��Xk�� � �Xk �Xk���  � ���

On en d�eduit une it�eration qui nous donne� �k � f�� � � � � Ng� une suite
�
Xn

k

�
n�N

que

l�on esp
ere convergente� La limite� Xk� doit satisfaire ���� Cette construction s�op
ere
comme suit�

Ixx�X
n
k � Y

n
k �Ix�X

n
k � Y

n
k � � Ixy�X

n
k � Y

n
k �Iy�X

n
k � Y

n
k � � �N��Xn

k�� � �X
n��
k �Xn

k���  �

d�o
u�

Xn��
k  

�

��N�

�
Ixx�X

n
k � Y

n
k �Ix�X

n
k � Y

n
k ��Ixy�X

n
k � Y

n
k �Iy�X

n
k � Y

n
k ���N

��Xn
k���X

n
k���

�

et de m
eme�

Y n��
k  

�

��N�

�
Iyx�X

n
k � Y

n
k �Ix�X

n
k � Y

n
k � � Iyy�X

n
k � Y

n
k �Iy�X

n
k � Y

n
k �� �N��Y n

k��� Y n
k���

�

Soit� globalement

��n��
k  

�

��N�

	�
Ixx���

n
k � Ixy���

n
k �

Iyx���
n
k � Iyy���

n
k �

��
Ix���

n
k �

Iy���
n
k �

�
� �N����nk�� � ��nk���




Le probl
eme de cette m�ethode r�eside dans l�estimation de la d�eriv�ee� Pour que
celle�ci soit acceptable� il faut choisir N grand pour avoir un petit pas� d�o
u un
grand nombre de points� On pr�ef
erera dons une m�ethode plus robuste utilisant une
meilleure estim�ee de la d�eriv�ee en utilisant sur chaque intervalle �i�e entre � points
d��echantillonnage� une fonction interpolatrice� dont on conna
#t exactement la premi
ere
d�eriv�ee aux points �echantillons� comme le spline cubique p�eriodique�

	�� Le spline cubique p�eriodique

La fonction interpolatrice sur intervalle consid�er�ee ici est le spline cubique p�e�

riodique� P�eriodique� car on introduit un N � �i
eme point � �ctif� confondu avec
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���  �X�� Y�� et cubique puisqu�il s�agit d�une fonction polynomiale du �
i
eme degr�e

par morceaux� On a donc N fonctions $Xi� i � f� � � �N � �g�d�e�nies par

�s � �si� si��� $Xi�s�  ai�s� si�
� � bi�s� si�

� � ci�s� si� � di ���

o
u ai� bi� ci repr�esentent respectivement la valeur de la d�eriv�ee troisi
eme� seconde et
premi
ere en s  si� Evidement� on veut que $Xi�s� corresponde� en s  si� 
a Xi� d�o
u

�i � f�� � � � � N � � $Xi�s�js�si  Xi � �i di  Xi

Il reste �N param
etres inconnus� Le probl
eme est donc sous�d�etermin�e et il existe une
in�nit�e de solutions� Il faut imposer des contraintes suppl�ementaires pour arriver 
a
une solution unique calculable� On choisit

�i � f�� � � � � N � �g

��

��

$Xi�si���  $Xi���si���
$X �
i�si���  $X �

i���si���
$X ��
i �si���  $X ��

i���si���

Ce qui donne��i�

��

��

ai�s� si�
� � bi�s� si�

� � ci�s� si� � Xi  Xi��

�ai�s� si�
� � �bi�s� si� � ci  ci��

	ai�s� si� � �bi  �bi��

On d�ecide� pour simpli�er ici l��ecriture sans changer le principe des calculs� que
�i � f�� � � � � N � �g si�� � si  �� Comme la r�esolution du syst
eme doit se faire
simultan�ement sur l�indice i� on adopte une �ecriture vectorielle � en posant �

M  

�
BBBBB�

�� �
� � �

� � �
� � � �

� ��

�
CCCCCA et� par exemple� �a  

�
BBBB�

a�
a�
���

aN��

�
CCCCA

On obtient alors

�����������

�����������

�ax  �
�
M�bx�

BBBBB�

� �
� � � � � �

� � � �
� �

�
CCCCCA
�bx  M�cx

�ax ��bx � �cx  M �X

�����������

�����������

�ay  �
�
M�by�

BBBBB�

� �
� � � � � �

� � � �
� �

�
CCCCCA
�by  M�cy

�ay ��by � �cy  M�Y

Soit� pour chaque composante� un syst
eme lin�eaire de � �equations 
a � inconnues� que
l�on r�esout facilement�
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	�	 M�ethode des �el�ements �nis

Revenons au probl
eme ���� o
u on introduit une d�ependance temporelle pour la
fonction � f�x� t� �� �� 	 R� � R� On cherche 
a adapter le contour f�x� �� 
a la
fronti
ere v�eritable qu�on esp
ere 
etre f�x�
�� On suppose f solution de

�f

�t
 ��

	
�G

�f
�

�

�x

�
�G

�f �

�
�

��

�x�

�
�G

�f ��

�

���

avec � � �� Ce choix est motiv�e par la condition n�ecessaire d�Euler�Lagrange ���� En
e�et� si f est e�ectivement la fronti
ere de l�objet� alors �f

�t
 � et f reste inchang�ee

par l�algorithme� On a alors�

�

�t
F �f�x� t��  

�

�t

Z �

�
G�x� f� f �� f ��� dx

 
Z �

�

�G

�f

�f

�t
dx�

Z �

�

�G

�f �
�

�x

�
�f

�t

�
dx�

Z �

�

�G

�f ��
��

�x�

�
�f

�t

�
dx����

Int�egrons par partie le second membre de cette derni
ere �egalit�e� il vient �

Z �

�

�G

�f �
�

�x

�
�f

�t

�
dx  

	
�G

�f �
�f

�t


�
�

�
Z �

�

�

�x

�
�G

�f �

�
�f

�t
dx  �

Z �

�

�

�x

�
�G

�f �

�
�f

�t
dx

car �f

�t
jx��  

�f

�t
jx��  �� En appliquant cette m�ethode de simpli�cation 
a l��equation

����� on obtient �nalement�

�

�t
F �f�x� t��  

Z �

�

�f

�t

	
�G

�f
�

�

�x

�
�G
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Ainsi� avec f solution de ���� on est s
ur que f converge vers un minimum local de F�
Dans le cas du snake� ��� devient� pour les deux composantes X�s� t�et Y �s� t�� vu
l�expression de G � �
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qui devient� avec les notations du paragraphe pr�ec�edent �

�i � f�� � � � � N � �g $Xi�si� t��t�  $Xi�si� t� � ���t �IxxIx � IxyIy � �bi�x�
$Yi�si� t��t�  $Yi�si� t� � ���t �IyxIx � IyyIy � �bi�y�

C�est cette deni
ere �equation qui d�etermine l�algorithme de convergence des points de
contr
ole du contour� d�e�ni comme spline cubique p�eriodique 
a partir de ces points�
vers la v�eritable fronti
ere de la zone d�int�er
et�


 Applications pratiques

On se propose ici d�utiliser l�algorithme choisit pr�ec�edent pour segmenter l�image
��� et d�etacher du fond pierreux le poisson vert�

Fig� � % image�test�

��� Aide de l�utilisateur

Suivant ce qui pr�ec
ede� l�utilisateur initialise le contour en s�electionnant un certain
nombre de points qu�il consid
ere proche de la fronti
ere r�eelle� le contour �etant inter�
pol�e par le spline cubique p�eriodique� �gure ���� Cependant� le gradient des images
courantes peut ne pas 
etre tr
es marqu�e ou alors tr
es chahut�e en certains endroits
des fronti
eres des objets d�int�er
et� En ces endroits� et comme l�algorithme converge
vers un minimum local� il peut y avoir erreur de minimum de convergence� Il a donc
�et�d�ecid�e de �xer certains points du spline 
a ces endroits� Il incombe alors 
a l�utilisateur
de les placer avec le plus grand soin� Si on reprend la comparaison avec l��elastique�
cela revient 
a le clouer en ces endroits et 
a le laisser ensuite �evoluer librement autre
part�
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Fig� � % S�election de points et fonction interpolatrice�

��� R�esultats

Pour des raisons de visibilit�e� on propose l�a�chage des r�esultats en utilisant une
segmentation dense� Ceux�ci d�ependent �evidemment de la pr�ecision dont a fait preuve
l�utilisateur dans son choix de points de contr
ole du spline� Ceci dit� les param
etres
de l�algorithme� soit le produit ��t et le coe�cient �� in�uent consid�erablement sur
les r�esultats�

Le coe�cient � ma
#trise la rigidit�e du snake� Avec une valeur trop importante�
l��elastique� trop rigide� n��epousera pas le contour sinueux de la fronti
ere de l�objet�
�gure ���� Inversement� choisir une valeur trop faible lui laisse trop de libert�e et g�en
ere

Fig� � % Snake relativement rigide �� � ����

des contorsions non souhait�ees de l��elastique� �gure ����
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Fig� � % Snake trop l�ache ��� ���

Le produit ��t repr�esente le pas dans l�estimation de la d�eriv�ee temporelle� Donc
une valeur trop importante risque d�entra
#ner le saut d�un ou plusieurs maxima locaux
et l�algorithme� s�il converge� le fera alors vers un mauvais extremum� �gure ���� Il
doit donc 
etre choisi assez petit pour permettre le maintien dans un voisinage du
minimum local recherch�e�

Fig� � % In�uence du param	etre ��t�

��	 Applications

L�algorithme d�ecrit ici s�inscrit dans le cadre plus g�en�eral de la conversion �D��D
gr
ace au processus de construction d�une vue virtuelle 
a partir d�une seule vue r�eelle
d�evelopp�e 
a l�INRS�T�el�ecommunications� Une interface usager pour cet algorithme a
d�ailleurs �et�e implant�ee� ���� parce qu�il n�ecessite une intervention assez importante
de l�usager� ne serait�ce que pour initialiser le contour approximatif des objets� Ceci
faisant l�objet d�un partenariat avec la soci�et�e IMAX� je ne peux d�ecrire ici avec la
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pr�ecision souhait�ee les �etapes de cette construction� La �gure ��� en expose cependant
le r�esultat�

Fig� 	 % Vue de gauche test�

Fig� � % Construction de l
image de droite 	a partir de la seule vue de gauche�

Toutefois� notre algorithme de segmentation semi�automatique peut trouver sa
place dans d�autres applications comme l��evaluation des performances des algorithmes
de codage bas�e r�egions �autre travail e�ectu�e 
a l�INRS��
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